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A kombinativ gondolkodas és vizsgalata Piaget ota (Inhelder & Piaget, 1967; Piaget,
1970) foglalkoztatja a kutatokat. Mindez érthetd, hiszen a kombinativ gondolkodas sza-
mos teriiletre hatassal van. Alapvetd Osszetevdje példaul a kisérleti gondolkodasnak
(Poddiakov, 2011), a természettudomanyos ismeretek megértésének (Bitner, 1991; Cavallo,
1996; Yilmaz & Alp, 2006) és az alkotoképességnek (Csapo, 1987; Simonton, 2010), illet-
ve fontos szerepe van a problémamegoldasban (English, 1993, 2005) és a valosziniiségi
gondolkodasban (Batanero, Godino, & Navarra-Pelayo, 1997; English, 2005). A teriilet-
hez kotéd6 kutatdsok (pl. Mashiach-Eizenberg & Zaslavsky, 2004; Melusova &
Vidermanova, 2015; Szitanyi & Csikos, 2015) szamos kérdésre, kihivasra (pl. tanulok hia-
nyos tudasa, teriilet tanitasanak nehézségei) hivjak fel a figyelmet, illetve tovabbi feltard
vizsgalatokra 6sztondznek (Lockwood, 2015).

A kombinativ gondolkodas vizsgalataban matematikai, tantargy-pedagogiai fokusza
(pl. English, 1991; Halani, 2012; Kosztolanyi, Pintér, Bagota, & Dancs, 2016; Lockwood,
2013; Melusova & Vidermanova, 2015; Poddiakov, 2011; Szitanyi & Csikos, 2015),
illetve pedagogiai, pszichologiai megkozelitésii kutatasok (pl. Csapd, 2001; Csapo &
Pasztor, 2015; Gal-Szabé & Korom, 2018; Nagy, 2004; Hajdiné Hollo, 2004; Zentai,
Hajduné Hollo, & J6zsa, 2018) egyarant megtalalhatok. Az elsd csoportba tartozd munkak
tobbnyire egy vagy néhany kombinativ feladatra (miveletre) koncentralnak, mig az
utébbiba tartozok a kombinativ gondolkodasra mint a gondolkodés egyik dsszetevdjére,
egy meghatarozott miiveletekbdl allé elméleti konstruktumra tekintenek. A képesség kap-
csan hazankban két elméleti modell ismert, a Csapo-féle (1988) nyolc miiveletbél 4llo,
valamint a Nagy Jozsef-féle (2004) négy készségbdl és 16 részkészségbil alldo megkoze-
lités. Jelen kutatas a Csapd-féle modellre épiil, és a kombinativ gondolkodast mint meg-
adott elemekbdl, meghatarozott feltételek szerint rendezett egységek 1étrehozéasat lehetdveé
tevo képességet vizsgalja (. Adey & Csapo, 2012).
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A Csapoé-féle modellen alapuld kutatasok (1. pl. Csapd, 2001; Csapd & Pasztor, 2015;
Gal-Szabo & Korom, 2018) mérdeszkozei hat kombinativ miivelettipusra — Descartes-féle
sorozatok, 0sszes részhalmaz, dsszes ismétléses variacio, ismétlés nélkiili variacio, ismét-
1éses variacio, ismétlés nélkiili kombinacié — tartalmaznak feladatokat. Jellegiiket tekintve
a feladatok felsorolé kombinativ problémak (Batanero et al., 1997), melyek az 6sszes le-
hetséges megoldas felsorolasat kérik a feladatmegoldotol. A vizsgalatokban a tanuloi va-
laszok értékelése a j-index (Csapo, 1988) alapjan torténik, ami a helyes és a helytelen vagy
felesleges konstrukciokat viszonyitja az 6sszes lehetséges megoldashoz.

A gondolkodasi folyamatok részletesebb feltarasa, valamint a fejlesztést megalapozo
értékelés tamogatasa érdekében hasznos lehet a teljesitmények alakulasat befolyasolo té-
nyez6k, példaul a feladatok megértése vagy a feladatmegoldas soran hasznalt stratégiak
vizsgalata (Gal-Szabd & Korom, 2018). Tanulmanyunkban ezek koziil a feladatok fel-
tételeinek megértését elemezziik harom kritériumvaltozo, az elemszam, az ismétlodés és
a felcserélhet6ség mentén. A kombinativ gondolkodas mint gondolkodasi képesség vizs-
galataval tobb hazai kutatas is foglalkozik (pl. Csap6, 2001; Nagy, 2004; Hajduné Hollo,
2004; Gal-Szabo & Korom, 2018; Zentai, Hajduné Holl6, & J6zsa, 2018), azonban nin-
csen tudomasunk longitudinalis vizsgalatrol. Az emlitett keresztmetszeti kutatasok egy
része (Csap6, 2001; Hajduné Hollo, 2004; Nagy, 2004) a kombinativ gondolkodas fejl6-
désének feltarasara iranyult. Csapd (2001) a 3., 5., 7., 9. és 11. évfolyamok vizsgalata
kapcsan a kombinativ képesség folyamatos, de eltérd intenzitasu fejlddésérél szamol be,
eredményei alapjan az 5. és a 7. évfolyam kozott fejlédik legintenzivebben a képesség,
mig egy masik nagymintas vizsgalat (Gal-Szabo & Korom, 2018) alapjan egy kombinativ
teszten és annak minden feladatan szamottevOen javult a teljesitmény a 4. és a 6. évfolyam
kozott. A képesség fejlodésérdl tehat rendelkeziink informaciokkal, azonban a teljesitmé-
nyek alakulasat befolyasold tényezdkben bekovetkezd valtozasok elemzésére még nem
keriilt sor.

Célok, kutatasi kérdések

Kovetéses vizsgalatunk célja a kombinativ gondolkodas kapcsan (1) a j-indexel jellemzett
tanuloi teljesitmények alakulasanak, valamint (2) a feladatok feltételeinek megértésében
bekovetkez6 valtozasok vizsgalata a 4. és 5., illetve a 6. és 7. évfolyam kozott. Az elsé
célhoz kapcsolododan az alabbi kutatasi kérdésekre keressiik a valaszt: Hogyan alakul a
tanulok teljesitménye a teljes teszten (Ky), illetve az egyes feladatokon (K)? Tapasztal-
hato-e atrendezGdés a feladatok nehézségi sorrendjében egy év elteltével (Kz)? Milyen
mértékil a fejlodés a kombinativ gondolkodas (Ks) és az egyes feladatok (kombinativ mi-
veletek) esetében (Ks)? A masodik céllal osszefiiggésben harom kérdést fogalmaztunk
meg: Hogyan alakul a feladatok feltételeinek megértése harom kritériumvaltozo (elem-
szam, ismétlodés, felcserélhetdség) mentén az egyes feladatoknal (Ks), feladatonként 6sz-
szesitve a kritériumokat (K7), illetve a teljes tesztet tekintve (Ks)?
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Moédszerek

Minta

Vizsgalatunk mintajat egy nagymintas adatfelvétel (Gal-Szabo & Korom, 2018) 4. és
6. évfolyamos tanuldi (Naevr=790, No v =751) alkotjak. A felmérésben részt vevo oszta-
lyokat egy év elteltével ismét felkértiik a kutatasban vald részvételre. Az 6nkéntes jelent-
kezés eredményeképpen a masodik mérésben dsszesen 491 tanul6 adatai allnak rendelke-
zéstinkre. Koziiliik 370 tanuld (Ns ¢vr =187, N7¢vr=183) vett részt mindkét adatfelvételben.
A nagy létszamkiilonbség oka — a méréskor vald hianyzasok és az osztalyokban torténd
valtozasok mellett —, hogy néhany intézmény a korabbi adatfelvételhez képest tovabbi
osztalyaival is részt szeretett volna venni a mérésben, amit nem utasitottunk vissza.

Az adattisztitas soran a mindkét adatfelvételben részt vevo tanulok kozill kizartuk azo-
kat, akik a rogzitett adatok alapjan feltételezhet6en félbehagytik a feladatok megoldasat
vagy atugrottak feladatokat. Ennek tényét a feladatok legalabb felére (4 db) semmilyen
valaszt nem ado kitoltésekben hataroztuk meg. A kizarasok eredményeként a tanulmany-
ban bemutatott elemzéseket az 1. tablazatban ismertetett mintan végeztiik el. A tablazat-
ban és a tovabbiakban I. részmintaként hivatkozunk a fiatalabb korosztalyra, akik az elsé
adatfelvételkor 4. évfolyamosok voltak, és II. részmintaként az idésebbekre, akik ebben
az iddpontban 6. évfolyamosok voltak.

1. tablazat. Az adatelemzésbe bevont minta jellemzdi (f6)

Részminta N Fiu Lany Nem vdlaszolt
I 183 96 87 0
Il. 172 84 87 1
Méréeszkoz

A kutatas soran egy harom részbdl allé online méréeszkozt hasznaltunk, mely egy hat-
térkérd6ivbol, egy kombinativ tesztb6l és egy feladatmegoldashoz kapesolodo kérd6ivbol
all. Az elvégzett elemzések szempontjabol ezek koziil a teszt érdekes, ami a Csapod-féle
kombinativ teszt digitalizalt valtozata (Csapd & Pasztor, 2015) alapjan késziilt. Az eredeti
tesztben szerepld hat képi feladatot vettiik alapul, melyek struktarajan és sorrendjén nem
valtoztattunk, és harom feladatnal annak kontextusat is atvettiik. A feladatok a tesztben
szerepld sorrendben a kdvetkezd kombinativ miiveletek értékelését teszik lehetdveé:
Descartes-féle sorozatok (DSZ), dsszes részhalmaz (ORH), dsszes ismétléses variacio
(O1V), ismétlés nélkiili variacié (INV), ismétléses variacié (ISV), ismétlés nélkiili kombi-
nacid (INK). Az emlitett hat feladat elé beillesztettiink két, minden szempontbol sajat fej-
lesztésti feladatot, melyek szintén a Descartes-féle sorozatok miivelethez kapcsolédnak. A
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teszt feladataiban a tanuloknak az adott miivelet feltételei alapjan kell a megadott elem-
készletbdl (feladattol fliggben 2—-4x3, illetve 2-5), az adott hosszusagu (feladattol fliggden
1-4 elem) Gsszes lehetséges Osszeallitast (feladattol fiiggéen 6-20 db) létrehozniuk. A fel-
tételeket a szoveges instrukcid, valamint a valaszado teriilet rajzai hatarozzak meg, ame-
lyek alapjan az elemkészlet szines elemeinek vonszoldsaval (,,drag and drop” technika)
lehetséges a valaszado teriilet fekete-fehér rajzain a megoldas megadasa. Az 1. abra il-
lusztralja a teszt feladatainak jellegét, elrendezését (a teszt részletes leirasat I. Gal-Szabd
& Korom, 2018).

Egy csillar mindharom részét kiilon lehet kapcsolni, igy mindegyik lampaja lehet
felkapcsolt vagy lekacsolt allapotban. Milyen kiilénbozé allasai lehetnek a csillarnak?

Keresd meg az tsszes kiilonbozé lehetdséget! Mindegyik Abran mas megoldast jeldlj!

Huzd a kivalasztott allasban lévé a csillar képére! Vigyazz, tobb hely van,
mint ahany kiilénbdzd lehetdség!

Tovabb

1. abra
Ateszt 7. feladatinak megoldas eldtti dllapota (miivelettipus: ismétléses varidcio)

Eljarasok

A kovetéses vizsgalat elsé adatfelvétele 2017. december és 2018. januar, a masodik
2018. november ¢és 2019. januar kozott valosult meg. Mindkét alkalommal ugyanazt a
mérdeszkozt kozvetitettiik ki az eDia online mérés-értékelési rendszerben (Csapd & Mol-
nar, 2019; Molnar & Csapd, 2019), melynek megoldasara egy tanora allt a tanulok rendel-
kezésére. Az adatfelvételek az iskolai szamitogéptermekben zajlottak a helyi pedagogusok
vezetésével, kdzponti mérési utmutatod alapjan.

A tanulok teljesitményét a Csapo-féle j-index segitségével jellemeztiik, aminek értékét
ugy kapjuk meg, hogy a helyes 0sszeéllitasok szamat szorozzuk az 6sszes lehetséges 6sz-
szeallitas, valamint a helytelen és felesleges dsszeallitasok szamanak kiilonbségével, majd
mindezt osztjuk az Osszes lehetséges Osszedllitas szamanak négyzetével. Az index 0 és 1
kozotti értéket vehet fel, ahol az 1-es érték jelenti a feladat feltételeinek megfeleld Osszes
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konstrukciobdl allo tokéletes megoldast. A mutatot — a technologiaalapu tesztelésnek ko-
szonhetden — az adatfelvételt kovetéen automatikusan megkapjuk az egyes feladatokra és
a teljes tesztre is. Az eredmények ismertetésénél a mutatd értékét szazalékra atszamitva
hasznaljuk.

A fejlddés mértékének jellemzésére a Csapd (2002) altal kidolgozott gamma koeffici-
enst, roviden gammat hasznaltuk, ami keresztmetszeti és longitudinalis felméréseknél
egyarant alkalmas a fejlédés kifejezésére. A mutatd kiszamitasi modja a kovetkez0: a két
mérés atlaganak kiilonbsége osztva a két mérés szorasanak atlagaval, mindez osztva a két
mérés kozott eltelt évek szamaval. A gamma értékét a teljes tesztre, valamint az egyes
miiveletekre (feladatokra) is megadjuk.

A feladatok feltételeinek megértése a kombinativ miiveletek jellegébdl adodoan harom
kritérium szerint vizsgalhaté (1. Gal-Szabd & Korom, 2018): (1) a konstrukcidk hosszara
vonatkozo elemszam, (2) az 6sszeéllitisokban el6forduld ismétl6do elemeket nézé ismét-
16dés, valamint (3) az elemek sorrendjével Gsszefiiggésbe hozhatd felcserélhetéség. A
valtozok az adott kritériumnak valé megfelelés, illetve nem megfelelés alapjan két értéket
vehetnek fel (1 és 0). A j-indexhez hasonldan a miiveletek megértését vizsgald valtozok
is automatikusan kiszamolhatok a rogzitett adatok alapjan. A harom kritériumvaltozo
koziil a milveletek és a feladatkialakitas jellegéb6l adodoan (részletesen . Gal-Szabo &
Korom, 2018) a Descartes-féle sorozatokhoz kapcsolodé feladatoknal csak az elemsza-
mot, az dsszes részhalmaz és az ismétlés nélkiili kombinacid feladatok esetében csak az
elemszam és az ismétlddés valtozokat hasznaljuk. A feladatok feltételeinek megértésében
bekovetkez6 valtozasok vizsgalhatosaga érdekében a két adatfelvétel eredményei alapjan
0j véltozokat hoztunk létre. Ertelmezésiinkben a megértés romlott (-1), ha eldszor
megfelelt a valasz az adott kritériumnak és masodszor nem, mig forditott esetben javult
(1), végiil nem valtozott (0), ha a valasz mindkét alkalommal megfelelt vagy nem felelt
meg az adott kritériumnak. Az igy képzett valtozokat az eredmények ismertetésénél
haromféleképpen hasznaljuk. Egyrészt foglalkozunk feladatonként az egyes kritériumok-
ban bekovetkezett valtozasokkal (-1/0/1), masrészt feladatonként Gsszesitve targyaljuk a
valtozasokat (feladatoktol fiiggben: -1/0/1, -2/-1/0/1/2, -3/-2/-1/0/1/2/3), végiil a teljes
tesztre Osszegezve nézziik a két adatfelvétel kozotti valtozasokat. Eléfordulnak olyan
tesztmegoldasok, ahol a tanulok valamelyik feladatra/feladatokra nem adtak valaszt. Az
ilyen esetekben a feltételeknek valo megfelelés értheté modon nem vizsgalhato. Az ered-
mények fejezetben ezeket ,hianyz6”, illetve ,,hianyzé adat” kifejezésekkel tiintetjiik fel.
A valtozdkkal kapcsolatos eredményeket a klasszikus tesztelmélet eszkoztarat hasznalva
t-probak és gyakorisagi eloszlasok alapjan ismertetjiik.

Eredmények

A teszt — a j-index értékei alapjan — az adatelemzésbe bevont mintan mindkét korosztaly-
ban, mindkét iddpontban megfeleléen miikodott (1. részminta: Cronbach-a=0,86 és 0,87
II. részminta: Cronbach-a=0,87 és 0,88).
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A teszt- és feladatteljesitmények valtozasa
Az atlagteljesitmények alapjan (2. tablazat) a teszt nehézsége a fiatalabb korosztalyban
atlag koriili, az id6sebbek korében az atlagosnal valamivel konnyebb volt. Egy év eltelté-

vel mindkét korosztalyban szamottevéen javult a teljes teszten nyujtott teljesitmény.

2. tablazat. A teszten nyujtott teljesitmények (%op) alakulasa korosztalyonkent

. 2017/18 2018/19 . tpréba
Részminte — ™ Seords | Adag  Seoras | dlonbség — P
. 5360 2167 5776 2167 416 305 <001
I, 6496 2101 7023 2150 5,27 449 <001

Ugyanakkor a nyolc feladatot 6nalléan nézve (3. tablazat) nem minden esetben van
szamottevé (p<0,05) valtozas a két adatfelvétel kozott. Az 1. részmintaban két esetben, az
egyik Descartes-féle sorozatok (1.) és az ismétléses variaci6 (7.) feladatokon nyujtott tel-
jesitményeknél tortént javulas. A II. részminta tanuloi az emlitett feladatokon tul tovabbi
harom (tehat 6sszesen 6t) esetben teljesitettek jobban a masodik adatfelvételkor. Az érin-
tetett feladatok a kdvetkezok: két Descartes-féle sorozatok (1. és 3.), az 6sszes ismétléses
variacio (5.), az ismétléses variacio (7.), valamint az ismétlés nélkiili kombinacié (8.).

3. tablazat. A feladatokon nyujtott teljesitmények (%op) alakulasa korosztalyonként

1. részminta 1I. részminta
Feladat 2017-2018 2018-2019 2017-2018 2018-2019
Atlag Szoras Atlag Szoras Atlag Szoras Atlag Szoras
DSz 68,23 33,40 76,59 28,57 76,03 30,78 88,02 21,38
DSz 70,37 33,75 74,28 32,02 82,95 25,95 85,45 27,76
DSz 68,20 33,28 73,25 33,20 79,08 28,97 86,28 26,43
ORH 33,71 32,24 38,41 31,51 46,42 33,55 50,20 33,62
orv 46,45 25,51 49,35 26,31 55,24 26,36 61,59 27,36
. INV 53,18 28,77 52,78 29,13 64,59 28,35 64,00 30,72
ISV 59,61 29,94 64,95 29,08 70,42 27,62 75,50 27,22
8. INK 29,07 27,38 32,45 29,33 44,94 32,06 50,80 35,09
Megjegyzés: A dlttel jeldlt esetekben szdmottevd a teljesitmények véltozasa a két adatfelvétel kozott a paros
t-probak eredményei alapjan (p<0,05). DSZ: Descartes-féle sorozatok, ORH: 6sszes részhalmaz, OIV:
Osszes ismétléses variacio, INV: ismétlés nélkiili variacio, ISV: ismétléses variacio, INK: ismétlés nélkiili
kombinacio.

NowvhkowbdR

A feladatok nehézségi sorrendjében — a paros t-probak eredményei alapjan — csupan
minimalis atrendez6dés tapasztalhato mindkét korosztalyban. A fiatalabbak eredményei
azt mutatjak, hogy az els6 adatfelvételkor az elsé harom Descartes-féle sorozatok feladat
volt a legkénnyebb, amit sorban az ismétléses variacio (7.), az ismétlés nélkiili variacid
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(6.) és az Gsszes ismétléses variacio (5.) feladatok kovetnek vagy kovettek. A két legne-
hezebb feladatnak a 4. és a 8. bizonyult. Ehhez a sorrendhez képest a masodik adatfelvé-
telkor a 6. és az 5. feladat nehézsége kozott megsziint a kiilonbség, mig a két legnehezebb
feladat differencialodott, és a teszt utolso feladata lett a legnehezebb. Az iddsebb korosz-
talynal az elsé adatfelvétel alapjan a legkonnyebb feladat a 2. Descartes-féle sorozatok
volt, amit azonos nehézséggel a tovabbi két Descartes-féle sorozatok feladat kovetett. Ezt
kovetben a nehézségi sorrend azonos az I. részmintaban leirtakkal (7. > 6.>5.>4.=8)).
Egy évvel kés6bb a Descartes-féle sorozatok feladatok nehézségi sorrendjében volt atren-
dez6dés (3. =2.és 1. = 3., valamint 1. > 2.), tovabba a masik részmintahoz hasonldan a 6.
és az 5. feladat azonos nehézségiinek bizonyult.

A teljes teszten nytjtott teljesitmények (atlagok és szorasok) alapjan az éves fejlédés
mértéke az idésebb minta esetében nagyobb (gamma=0,25), mint a fiatalabb mintanal
(gamma=0,19). A 4. és az 5. tablazat feladatonként mutatja a fejlddés mértékét a két rész-
mintaban (csak a statisztikai probak alapjan szamottevo fejlodést mutato feladatokkal fog-
lalkozunk). A gamma értékek szerint eltérd a fejlodés mértéke az egyes feladatok eseté-
ben. Mindkét részmintaban a tesztben kés6bb szerepld feladatoknal kisebb a fejlédés mér-
téke. A két részmintat Gsszevetve: az iddsebb korosztalynal szerepelnek magasabb gamma
értékek.

4. tabldazat. A fejlédés mértéke (gamma koefficiens) az egy év alatt szamottevd teljesit-
meényjavuldst mutato feladatokndl az I. részmintaban

2017-2018 20182019 Fejlodés
Feladat - - —
Atlag Szoras Atlag Szords (gamma)
1. DSz 68,23 33,40 76,59 28,57 0,27
7.18V 59,61 29,94 64,95 29,08 0,18

Megjegyzés: DSZ: Descartes-féle sorozatok, ISV: ismétléses variacio.

5. tabldzat. A fejlédés mértéke (gamma koefficiens) az egy év alatt szamottevd teljesit-
meényjavuldst mutato feladatokndl a II. részmintaban

Feladat i 2017-2018 i 2018-2019 Fejlédeés
Atlag Szoras Atlag Szords (gamma)
1.DSz 76,03 30,78 88,02 21,38 0,46
3.DSz 79,08 28,97 86,28 26,43 0,26
5.01vV 55,24 26,36 61,59 27,36 0,24
7.18V 70,42 27,62 75,50 27,22 0,19
8. INK 44,94 32,06 50,80 35,09 0,17

Megjegyzés: DSZ: Descartes-féle sorozatok, OIV: 6sszes ismétléses variacio, ISV: ismétléses variacio, INK:
ismétlés nélkiili kombinacio.
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A feladatok megértésének valtozasa

A kovetkezékben a feladatok feltételeinek megértésében bekovetkez6 valtozasokat is-
mertetjiik. A harom kritériumot kiilon-kiilon nézve (6-8. tablazat), sszességében az lat-
hato, hogy a tanulok tobbségénél (55,2-87,8%) nincs valtozas (0) a feladatok feltételeinek
megértésében. Feladatonként és feltételeként jelentsen eltér annak aranya, hogy mindez
az adott kritériumnak valé megfelelést vagy nem megfelelést jelenti, azonban ennek be-
mutatasa talmutat a tanulmany keretein. A tovabbiakban azon valaszok aranyaival foglal-
kozunk, amelyeknél az adott kritérium alapjan romlott (-1), illetve javult (1) a megértés.

Az elemszam kritérium (6. tablazat) mind a nyolc feladatnal vizsgalhat6. Az 1. rész-
mintaban két Descartes-féle sorozatok feladatnal (1. és 3.) lathatéan nagyobb azon vala-
szok aranya, ahol az els6 adatfelvételkor a tanul6 valasza még nem felelt meg a kritérium-
nak, de a masodiknal mar igen. A II. részmintaban négy feladatnal (1. és 2. Descartes-féle
sorozatok, 7. ismétléses variacio, 8. ismétlés nélkiili kombinacid) tapasztaltunk jelentés
javulast. Ezzel szemben a fiatalabb korosztaly korében két feladatnal (5. 6sszes ismétléses
variacio, 8. ismétlés nélkiili kombinacio), az idésebbeknél egynél (5.) valamivel gyakoribb
az, hogy a valaszok az elsd esetben megfelelnek és a masodikban nem felelnek meg a
kritériumnak. A tobbi esetben (a 4. és a 3. feladatnal) kozel azonos aranyban jelenik meg
a romlas és a javulas.

6. tabldzat. A vdlaszok eloszldsa (%) az elemszdam feltételnek valé megfelelés viltozdsa
alapjan feladatonként (-1: romlott; 0: nem valtozott; 1: javult)

1. részminta 1l. részminta
Feladat
-1 0 1 hianyzo -1 0 1 hianyzo

1.DSz 13,66 63,93 21,86 0,55 6,98 70,93 22,09 0,00
2.DSz 13,66 71,04 14,75 0,55 7,56 78,49 13,37 0,58
3.DSz 9,84 72,13 16,39 1,64 11,05 72,67 15,70 0,58
4. ORH 17,49 61,75 17,49 3,28 23,26 52,33 22,09 2,33
5. 01V 22,40 55,19 19,67 2,73 22,09 62,21 15,12 0,58
6. INV 9,29 78,69 10,38 1,64 7,56 81,98 9,30 1,16
7.1SV 7,65 80,33 9,29 2,73 5,81 81,98 11,05 1,16
8. INK 19,67 61,20 16,94 2,19 9,30 72,09 14,53 4,07

Megjegyzés: DSZ: Descartes-féle sorozatok, ORH: dsszes részhalmaz, OIV: dsszes ismétléses varidcio, INV:
ismétlés nélkiili variacio, ISV: ismétléses variacid, INK: ismétlés nélkiili kombinacio.

Az ismétlédés kritériuma (7. tablazat) a Descartes-féle sorozatok feladatok kivételével
a teszt tovabbi ot feladatanal vizsgalhatd. Mindkét korosztalyban az 6sszes ismétléses va-
riacio feladatnal (5.) lathato jelentds javulas, mig a fiatalabbaknal két feladatnal (6. és 8.)
visszaesés tapasztalhatd. A két részminta tovabbi feladatainal 1ényegében nem valtozott
(I. részminta 4. feladat, II. részminta 6. feladat), illetve néhany szazalékot javult (1. rész-
minta 7. feladat, II. részminta 4., 7., 8. feladatok) a megértés az ismétlédés kritériumat
nézve.

10



A kombinativ gondolkodas longitudinalis vizsgalata: a teszten nyujtott teljesitmény és a feladatok
megértésének valtozasa 4-5. és 6-7. évfolyamok kozott

7. tabldzat. A valaszok eloszldsa (%) az ismétlédés feltételnek valo megfelelés viltozdsa
alapjan feladatonkeént (-1: romlott; 0: nem valtozott; 1: javult)

1. részminta 1. részminta

Feladat - -
-1 0 1 hianyzo -1 0 1 hianyzo

4. ORH 19,13 57,92 19,67 3,28 16,86 59,30 21,51 2,33
5. 01V 15,85 56,28 25,14 2,73 13,95 59,88 25,58 0,58
6. INV 19,13 66,67 12,57 1,64 13,95 71,51 13,37 1,16
7.18V 10,38 72,13 14,75 2,73 6,98 81,98 9,88 1,16
8. INK 19,13 63,39 15,30 2,19 10,47 71,51 13,95 4,07

Megjegyzés: ORH: dsszes részhalmaz, OIV: dsszes ismétléses variacio, INV: ismétlés nélkiili variacio, ISV:
ismétléses variacio, INK: ismétlés nélkiili kombinacio.

A felcserélhet6ség kritérium esetében harom feladatnal rendelkeziink adatokkal. Az
ismétléses variacio feladatnal (6.) jelentés visszaesést tapasztaltunk mindkét korosztaly-
nal. A tovabbi két feladatnal az I. részmintaban néhany szazalékos javulas tapasztalhato,
mig a II. részmintaban kozel valtozatlan a felcserélhetdség kritériumnak valdo megfelelés.

8. tablazat. A valaszok eloszlasa (%) a felcserélhetdség feltételnek valo megfelelés valto-
zasa alapjan feladatonként (-1: romlott; 0: nem valtozott; 1: javult)

1. részminta 1l. részminta
Feladat

-1 0 1 hianyzo -1 0 1 hianyzo
5. 01V 18,03 56,83 22,40 2,73 17,44 65,12 16,86 0,58
6. INV 22,95 61,75 13,66 1,64 23,26 63,37 12,21 1,16
7.18V 8,20 78,69 10,38 2,73 5,23 87,79 5,81 1,16

Megjegyzés: OIV: dsszes ismétléses variacio, INV: ismétlés nélkiili variacio, ISV: ismétléses variacio.

A kovetkezokben feladatonként Osszesitve vesszilk szamba a kritériumoknak vald
megfelelés valtozasat (9. és 10. tablazat). Mivel a Descartes-féle sorozatok feladatoknal a
megértést egyetlen kritérium alapjan elemeztiik, igy ezen esetekben nem relevans az 6sz-
szesités, ezért csak a tovabbi ot feladattal foglalkozunk. Legnagyobb aranyban (36,1—
70,9%) minden feladatnal, mindkét részmintaban, azok a megoldasok vannak — az egyes
kritériumoknak valé megfeleléssel 6sszhangban —, amelyeknél nincs valtozas (0) a felté-
telek megértésében. A II. részminta esetében kiemeljiikk az ismétléses variacié feladatot
(7.), amelynél a tobbi esethez képest (36,1-58,7%) kiugroan magasabb (70,9%) a két mé-
rési idopontban ugyanannyi kritériumnak megfeleld valaszok aranya. A kritériumszam
szempontjabol valtozatlan megoldasokat mindkét korosztalyban sorra az egy (-1 és 1),
kett6 (-2 és 2), illetve harom (-3 és 3) kritériumnyi valtozas koveti. A javulas és romlas
kozotti kiilonbséget nézve az |. részmintdban a 6. és a 8. feladatndl az iddvel kevesebb
kritériumnak megfeleld, mig a 7. feladatnal az id6vel tobb kritériumnak megfeleld vala-
szok felé tolodik el az arany. A II. részmintaban a 6. feladatnal szintén romlast, ezzel
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szemben a 8. feladatnal javulast lattunk. A tobbi esetben a javulas és a romlas aranyaban
nincs 1ényegi kiilonbség.

9. tabldzat. A vdlaszok eloszidsa (%) a Kriteriumoknak (feladattél fiiggden ketts vagy ha-
rom) valé megfelelés valtozasa alapjan feladatonként az I. részmintdban

Feladat -3 -2 -1 0 1 2 3 hianyzo
4. ORH - 5,46 20,22 42,62 25,14 3,28 - 3,28

5. 01V 0,00 6,56 22,40 36,07 20,22 9,84 2,19 2,73
6. INV 0,55 6,01 27,87 42,08 17,49 3,83 0,55 1,64
7.1SV 1,09 3,28 12,57 54,64 21,31 3,83 0,55 2,73
8. INK - 4,37 24,59 46,99 16,94 4,92 - 2,19

Megjegyzés: ORH: ésszes részhalmaz, OTV: dsszes ismétléses variacio, INV: ismétlés nélkiili variacio, ISV:
ismétléses variacio, INK: ismétlés nélkiili kombinacio.

10. tablazat. A valaszok eloszldsa (%) a kritériumoknak (feladattdl fiiggden kettd vagy ha-
rom) valo megfelelés valtozasa alapjan feladatonkeént a |I. részmintaban

Feladat -3 -2 -1 0 1 2 3 hidnyzé
4. ORH - 8,72 18,02 42,44 18,02 10,47 - 2,33

5. 01V 0,00 5,81 23,26 40,12 22,67 6,40 1,16 0,58
6. INV 1,16 5,23 22,67 48,84 15,70 4,65 0,58 1,16
7.1SV 0,58 0,58 9,88 70,93 13,37 2,33 1,16 1,16
8. INK - 2,91 11,63 58,72 19,19 3,49 - 4,07

Megjegyzés: ORH: sszes részhalmaz, OTV: dsszes ismétléses variacio, INV: ismétlés nélkiili varidcio, ISV:
ismétléses variacio, INK: ismétlés nélkiili kombinacid.

Végiil a teszt nyolc feladatara Gsszesitve elemeztiik a kritériumoknak valdé megfelelés
valtozasat (2. abra). A két mérést dsszevetve a feladatmegoldasok a legrosszabb esetben
hét kritériummal kevesebbnek, a legjobb esetben pedig hét, illetve nyolc kritériummal
tobbnek felelhetnek meg. Az adatok mindkét korosztalyban a két sz&ls6ség kozott helyez-
kednek el, és kozelitenek a normal eloszlashoz. A két részmintat Gsszevetve a fiatalabbak
korében gyakoribb a kritériumoknak valé megfelelésben a visszaesés, mig az idésebbek-
nél a javulds. A tanul6i valaszok tobb mint fele (I. részmintdban 54,1%, II. részmintaban
63,4%) mindkét mérési pontban ugyanannyi, illetve egy-két kritériummal tébbnek vagy
kevesebbnek felel meg. Mas szempontbdl megkozelitve: 13,7 és 15,1% a valtozatlan, 31,2
és 30,8% a kevesebb és 40,4 és 45,4% a tobb kritériumnak megfelel6 tesztmegoldasok
aranya a két korosztalyban (az elsé érték mindig az I. részmintara, a masodik a II. rész-
mintara vonatkozik).
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2. abra
A vdlaszok alakulasa a kritériumoknak valo megfelelés valtozasa alapjan a teljes tesztet
nézve (Az I. részmintiban 14,75%, a Il. részmintaban 8,72% a hidnyzo adat.)

Az eredmények értelmezése

Az eredmények alapjan a masodik mérési alkalommal mindkét korosztaly szamottevoen
jobb eredményt ért el a teszten (K1), ami arra enged kovetkeztetni, hogy a vizsgalt minta
kombinativ gondolkodasa fejlodott egy év alatt. Mindez nem meglepd, hiszen korabbi ku-
tatasok eredményei alapjan (pl. Csap6, 2001; Gal-Szabo & Korom, 2018) erre szamitot-
tunk. Azonban a tanuldk teljesitménye nem javult minden feladaton, a fiatalabb korosz-
talyban kett6 feladatnal, az idésebb korosztalynal 6tnél azonositottunk szamottevo pozitiv
valtozast (Kz). A tobbi esetben statisztikailag nincs kiilonbség a feladatokon nyujtott tel-
jesitményben. Mindez azt jelzi, hogy a vizsgalt minta esetében a spontan fejlddés nem
érinti mindegyik kombinativ miiveletet.

Ezzel szemben nagymintas keresztmetszeti vizsgalatunkban (Gal-Szabé & Korom,
2018) a 4. és a 6. évfolyam kozott mindegyik feladatnal szamottevd volt a javulas, bar
nem elhanyagolhatd, hogy ebben az esetben két év kiilonbségrdl van sz6. Csapo (2001)
korabbi kutatasaiban a tesztiinkben hasznalt feladatokkal azonos struktaraju feladatokkal
az 5. ésa7. évfolyam kozotti idészakban mutatott ki intenzivebb fejlédést. Elképzelhetd-
nek tartjuk, hogy ezzel hozhat6 Osszefiiggésbe, hogy a 4. és az 5. évfolyam kozott keve-
sebb feladatnal azonositottunk szamottevo fejlédést, mint a 6. és a 7. évfolyam kozott. A
jelentds fejlodést mutatd feladatok kozott egyarant talalunk a teszt legnehezebb és leg-
koénnyebb, valamit annak koztes tartomanyabol feladatokat. Tovabba az dsszes lehetséges
megoldas szama, illetve a miiveletek feltételei szempontjabdl is valtozatosak ezek a fel-
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adatok. Mindezek alapjan valdszinii, hogy a fejlddés/stagnalas nincsen szoros 6sszefiig-
gésben a felsorolt tényezdkkel. A feladatok nehézségi sorrendje (K3) mindkét részminta-
ban csupan minimalisan valtozott, ami alapjan nincs lényegi atrendez6dés a nehézségi
sorrendben egy év elteltével.

Az évenkénti fejlodés mértéke (Ks) a vizsgalt minta alapjan az idésebb korosztalyban
nagyobb (gamma=0,25), mint a fiatalabbak kérében (gamma=0,19). Ha az adatfelvételt
mint két keresztmetszeti vizsgalatot tekintjiik, akkor az évenkénti fejlodés kozel azonos a
4. ¢és a 6. évfolyam (gamma=0,27), valamint az 5. és a 7. évfolyam (gamma=0,29) kozott.
Lathato, hogy ezen értékek a longitudinalis esetet nézve az id6sebb korosztalynal tapasz-
talt értékekhez allnak kozelebb. Eppen ezért a fejlédés mértékét és annak 6sszehasonlitasat
fenntartasokkal kell kezelniink, hiszen a gamma értéke nem fliggetlen a mintatol (Csapo,
2002). Mindezt alatdmasztja a korabban mar hivatkozott nagymintas vizsgalatunk (Gal-
Szabd & Korom, 2018), ami alapjan a 4. és a 6. évfolyam ko6zo6tt egyértelmiien alacso-
nyabb (gamma=0,18) az évenkénti fejlodés mértéke, mint a tanulmanyban bemutatott ada-
tok alapjan. Feladatonként (miiveleteként) nézve a fejlédés mértékét (Ks), a tesztben ké-
s6bb szerepld feladatoknal sorra alacsonyabb értékeket latunk. Ez alapjan egyértelmiinek
latszik, hogy a fejlodés mértéke nincsen szoros kapcsolatban a feladatok nehézségével.
Mindkét korosztalyban a teszt elsé feladatanal egyértelmiien nagyobb aranyt fejlodést
mutat a gamma értéke, mint a tobbi esetben. Ennek hatterében akar az is allhat, hogy az
els6 adatfelvételkor talalkoztak el6szor a tanuldk ilyen jellegii feladattal (a teszt els6 fel-
adata lévén), mig a masodik adatfelvételkor mar ismerds volt szamukra a feladat jellege.

A miveletek megértését vizsgalva a harom kritériumvaltozo koziil (Kg) az elemszam
kritériumnal a fiatalabb korosztalynal kettd, az id6ésebbnél négy, mig az ismétlédésnél
egyarant egy, a felcserélhetoségnél pedig egyetlen feladatnal sem mutatkozik jelentds ja-
vulas. A tobbi esetben kozel azonos aranyu a romlas és a javulas, s6t 6t, illetve két esetben
gyakoribb a romlas. Mindkét korosztalyban a kritériumoknak valé megfelelés szempont-
jébol javulast mutato feladatok kozott szerepel a teszt elsd harom feladata koziil ketto.
Ennek hatterében szintén allhat a korabban mar emlitett tényez6, a feladatok ismerdssége.
Azonban ahhoz, hogy ezt biztosan allitsuk, tovabbi kutatasok sziikségesek.

A kritériumoknak vald megfelelés valtozasat elemezve tovabbi tényezokkel — a feladat
nehézsége, a lehetséges Osszeallitasok szama vagy a feladat kialakitasanak jellege — nem
latunk Osszefliggést. Feladatonként Gsszesitve a feltételeket (K7), mindkét részmintaban
legnagyobb azon megoldasok aranya, amelyek ugyanannyi kritériumnak felelnek meg a
két id6pontban, amit az egy, kettd, illetve harom kritériumnyi valtozas kdvet. Ezen kiviil
— néhany esetet leszamitva — a javulas és a romlas aranyaban nincs kiilonbség. A teljes
tesztet nézve (Kg) mindkét korosztalyban a valaszok tobbségénél semmilyen vagy egy-két
kritériumnyi valtozas tapasztalhato, illetve valamivel magasabb a tobb kritériumnak meg-
felel6 tesztmegoldasok szdma. A feladatok megértésének valtozasaval kapcsolatos ered-
mények alapjan arra kovetkeztetiink, hogy bar minimalis javulas lathat6, nincs jelent6s
spontan fejlddés a vizsgalt két korosztalynal egy év elteltével. A két részmintat 6sszeha-
sonlitva, az idésebbeknél tobb esetben latunk pozitiv valtozast a kritériumoknak valé meg-
felelésben. Lehetséges, hogy ennek oka a korabban mar emlitett, Csapo (2001) éltal azo-
nositott intenzivebb fejlédési iddszakkal hozhatd dsszefliggésbe.
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Osszegzés

Kutatdsunkban a kombinativ gondolkodasnak a 4. és az 5., valamint a 6. és a 7. évfolya-
mok kozotti valtozasait kdvettilk nyomon. Célunk egy kombinativ gondolkodasi teszten
¢és annak feladatain elért teljesitmények, valamint a feladatok feltételeinek megértésében
bekovetkez6 valtozasok vizsgalata volt. Kovetéses kutatasi elrendezést alkalmaztunk két
adatfelvételi idoponttal, kdzottiik egy év kiilonbséggel. Mindkét esetben ugyanazt az on-
line méréeszkozt hasznaltuk. Az elemzéseket a fiatalabb korosztaly esetében 183, az id6-
sebbeknél 172 tanul6 adatain végeztiik. A teljesitményeket a Csapo-féle j-index alapjan, a
miiveletek megértését pedig harom kritériumvaltozo (elemszam, ismétlddés, felcserélhe-
t0ség) mentén elemeztiik.

Az eredmények alapjan a teszten nyujtott teljesitmény szamottevien javult mindkét
korosztalyban, amibdl a kombinativ gondolkodas fejlodésére kdvetkeztetiink. Azonban a
teszt feladatait kiilon tekintve nem minden esetben tapasztalhatd valtozas, ami arra utal,
hogy a spontan fejlédés nem terjed ki mindegyik kombinativ miiveletre. Bar a feladatok
feltételeinek megértésében minimalis javulas 1athatd, nincs jelentds fejlodés a vizsgalt két
korosztalyban egy év elteltével.

Az eredmények felhivjak a figyelmet a kombinativ gondolkodas fejlesztésekor a fel-
adatok feltételeinek megértését segitd tdmogatas jelentGségére, illetve tovabbi kutatasra
Osztonodznek a feltételek megértését befolyasolod tényezékkel kapcsolatban (pl. szovegér-
tés, feladatmegoldasi stratégiak). Tanulmanyunkban korosztalyi szinten foglalkoztunk az
egy év alatt bekovetkez6 valtozasokkal. Eredményeink felvetik az adatok elemzésének
folytatasat, a teszt- és feladatteljesitmények, valamint a feladatok feltételeinek megértésé-
ben bekovetkezd valtozasok tanulodi szintii vizsgalatanak sziikségességét az egyéni fejlo-
dési kiilonbségek feltarasa érdekében.
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ABSTRACT

A LONGITUDINAL STUDY OF COMBINATORIAL REASONING:
AND FIVE AND GRADES SIX AND SEVEN

Zs6fia Gal-Szabo & Erzsébet Korom

Although several Hungarian studies have been carried out on combinatorial reasoning as a
reasoning skill (e.g., Csapo, 2001; Nagy, 2004; Hajduné Hollo, 2004; Gal-Szab6 & Korom,
2018; Zentai, Hajduné Hollo, & Jozsa, 2018), we are not aware of any longitudinal research.
While some of the cross-sectional studies mentioned above are concerned with the
development of combinatorial reasoning, changes in the factors affecting performance have
not yet been analyzed. Combinatorial reasoning may be looked at from a number of different
perspectives; our study uses Csapd’s (1988) theoretical model as a starting point. With respect
to combinatorial reasoning, the aims of our study are to look at (1) students’ progress over time
in terms of performance as well as (2) the changes in students’ understanding of combinatorial
problems observed between Grades four and five and between Grades six and seven. We used
a time-series design with two waves of data collection one year apart. The measurement
instrument was the same online test with eight enumeration combinatorial problems in both
waves. Data were analysed from 183 students from the younger cohort and from 172 students
from the older cohort. Performance was characterised by Csapd’s (2018) j-index based on the
number of correct and incorrect answers. Task comprehension was measured using three
criteria: (1) element number, i.e., the number of elements corresponding to the task condition,
(2) repetition, i.e., the occurrence of repetitive elements, and (3) reversibility, i.e., the order of
selection (Gal-Szabd & Korom, 2018). The results reveal a significant overall increase in test
performance (p<.01) for both cohorts, which suggests an improvement in combinatorial
reasoning. Looking at individual problems, however, shows that this improvement did not
apply to all problems (two tasks showed improvement in the younger cohort and five tasks in
the older cohort) indicating that spontaneous development does not affect all areas of
combinatorial reasoning. With respect to the comprehension of problems, looking at the three
criteria separately, no change could be observed for most test items (55.2-87.8%). Looking at
the three criteria separately for each task, we found that several solutions met the same number
of criteria at the two time points. For the test, the proportion of solutions with no change in the
number of criteria met was around 15%, 30% of the solutions met fewer criteria and 40-45%
of the solutions met a greater number of criteria. In conclusion, although a minor improvement
could be observed in students’ comprehension of the principles of combinatorial problems,
there was no substantial progress over a year in either age group. Our results point to the
significance of assisting students in understanding the principles of combinatorial problems
and encourage researchers to carry out further studies concerning the factors underlying the
comprehension of these principles (e.g., reading comprehension and problem-solving
strategies) and individual differences in development.
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